TENTAMEN VOOR MODULEN EN VOORSTELLINGEN
12 APRIL 2023, 13.30 - 16.30

TENTAMENVRAGEN

Vraag 1. (16 punten) Zij 12 een ring met 1 en M een linkse R-moduul.

Vraag 1a (8 punten): Zij N; C N, C ... een groeiende rij van submodulen van M. Bewijs
dat U2, NV; ook een submoduul van M is.

Uitwerking: gebruik het submoduulcriterium. Ten eerste 1s U;2, /V; niet leeg, aangezien elke
N; niet-leeg is omdat het een submoduul is. Zij m,, my twee elementen van U2, N;. Dan zijn
er ji,J2 zodat m; € N; en my € N;,. Stel zonder verlies van algemeenheid dat j, > 7.
Vanwege de groeiconditie op de [V; geldt dan dat m;, my € Nj,. Omdat /V;, een submoduul
is, geldt via het submoduulcriterium dat m; + rms € N;, voor alle r € R. Maar dan ook
my + rmy € U2, N;, dus de vereniging is een submoduul.

Zij I < R een ideaal van R. De k-de macht van 7, genoteerd met [ k wordt voortgebracht (als
groep) door alle producten 7; - ... - 4, zodat ¢; € [ vooralle 1 < j < k.
Beschouw

M' = {a € M : erbestaat een k zodat [*a = 0}.

Hierbij mag de macht k dus van het element a athangen en betekent [*a = {n-a zodat n € I*}.
Vraag 1b (8 punten): Bewijs dat M’ een submoduul van M is.

Uitwerking: Gebruik weer het submoduulcriterium. Ten eerste is M’ niet leeg omdat 0 € M.
Zij mi,ms € M'. Dan zijn er ky, ko zodat I¥'m; = 0 en I*2m, = 0. Stel zonder verlies van al-
gemeenheid dat ky, > k;. Omdat I*2 = J*1 [*2=F1 yolgt dan dat ook [%2m,; = I*2~F1 [*k1m = (.
In het bijzonder geldt dan voor elke n € I*2 datn- (my+rms) = n-mi+r-n-my = 0+r-0 =0,
dus ook my + rme € M.

Vraag 2. (18 punten) Zij / = (5, X)) het ideaal in R = Z[X] voortgebracht door 5 en X. Er
geldtdat R/I ~ 7, /57; we bekijken R/I ~ 7Z/5Z als een R-moduul via de natuurlijke actie:

RxR/I - R/I
(a,b+1)+— ab+ 1.
Vraag 2a (8 punten): Bewijs dat de afbeelding
I x1—7Z/5Z

b
(ao—l—a1x+...+anx”,bo+b1x+...+bmxm)H% (mod 5)



R-bilinear is.

Uitwerking: Noem de afbeelding o en schrijf fi(z) = ag+. ..+ a,z", fo(z) = co+. .. +cpat,
g1(x) = by +biw+ ... +bpx™en go(z) = dy + ... + djz'. We checken dat voor 1, 79,7 € R
geldt dat

(T1a0 + T200>b1

5
= rlaoTbl (mod 5) + rgcoTbl (mod 5)

o(rifi +rafe,g1) = (mod 5)

= rl(p(fl, 91) + 7’290(f27 gl)

en
@(f1,7191 + 1292) = aO(ﬁblgjL r2c1) (mod 5)
= rlaoTbl (mod 5) + 7“2% (mod 5)
=r1o(f1, 1) + 201, g2)-
—en dus dat

apb
ro(f1, 91) = r% (mod 5)

=o(rfi,91) = (rag)bl (mod 5)
=¢(f1,r91) = a°(§bl) (mod 5).

Het is hierbij belangrijk om op te merken dat r, 1, 75 zelf ook polynomen zijn in Z[z]!

Voor een element p(z) = ap + a1 + ... + a,2™ € R definiéren we de (formele) afgeleide als
P (z) = ay + 2a7 + ... + naz" L.

Vraag 2b (6 punten): Bewijs dat de afbeelding
I®rI — Z/5Z

pla) g(a) o PO

een R-moduulhomomorfisme is.

Uitwerking: Voor polynomen p(x) = ag + ajz + ...+ a,a" en q(x) = by + byx + ...+ bpax™
geldt dat p(0) = ag en ¢/(z) = by + box + ... + mb,,a™ ! zodat ¢'(0) = b;. Deze afbeel-
ding is dus de afbeelding uit onderdeel a, die vanwege onderdeel a bilineair is. Het volgt nu
uit de universele eigenschap van tensorproducten dat de afbeelding in dit onderdeel een R-
moduulhomomorfisme is.

Vraag 2c (4 punten): Bewijsdat5 @ x #x ®5in [ ®p 1.

Uitwerking: als 5 ® z = x ® 5, dan nemen deze simpele tensors dezelfde waarden aan onder
de afbeelding uit onderdeel b. Beschouw dus eerst de functies p(z) = 5 en ¢(z) = x. Er geldt
dat p(0) = 5en ¢'(z) = 1 dus ¢/(0) = 1, dus onder de afbeelding uit onderdeel b wordt 5 ® x

gestuurd naar %! = 1. Als we aan de andere kant p(z) = z en ¢(x) = 5 bekijken, dan vinden

5
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we p(0) = 0 en ¢'(x) = 0 dus ¢'(0) = 0, waardoor z ® 5 gestuurd wordt naar % = 0. De ele-
menten nemen dus niet dezelfde waarden aan en zijn daardoor niet hetzelfde elementin / ®p 1.

Vraag 3. (16 punten) Bereken de rationale normaalvorm én Jordannormaalvorm van de matrix

1 0 0 0
0O 1 0 O
-2 -2 0 1
-2 0 -1 =2

Hint: bereken eerst de karakteristieke polynoom.

Uitwerking: de karakteristieke polynoom is 4 —22?+1 = (2?—1)? met nulpunten 1, 1, —1, —1.
De minimaal polynoom is (z — 1)(z + 1)2. Hieruit volgt dat er twee invariante factoren zijn:
ai(z) = (x — 1) enay(z) = (x — 1)(x + 1)? = 2° + 22 — x — 1. Dit levert door ontbinding de

elementaire divisoren (z —1), (z—1), en (x+1)? op. We vinden dan de rationale normaalvorm
100 O
000 1
010 1
001 -1
en de Jordannormaalvorm
10 0
01 0 O
00 -1 1
00 0 -1

Vraag 4. (25 punten) Geef voor elk van de volgende vijf uitspraken aan of ze waar of onwaar
is. Licht je antwoord altijd toe, met een kort bewijs of (tegen)voorbeeld.
Je mag aannemen dat alle voorstellingen over C zijn.

Vraag 4a (5 punten): Als ¢ een tweedimensionale voorstelling is zodat voor alle g € G geldt
dat ¢(g) = (3 2), dan is de voorstelling reducibel.

Uitwerking: WAAR. Een voorstelling van deze vorm is afbreekbaar (Lemma 11.1) en dus ook
reducibel.

Vraag 4b (5 punten): Het kan zijn dat een groep GG van orde 40 irreducibele voorstellingen
heeft van respectievelijke graden 1,1,1,1,1,1,6.

Uitwerking: ONWAAR. Het volgt uit de stelling van Wedderburn dat de kwadraten van de
graden moeten optellen tot de kardinaliteit van de groep. Maar 12 +124+12+12412+124+6% =
6 + 36 = 42 # 40.

Vraag 4c (5 punten): Voor karakters yy, en xy, geldt dat yy, 41, gelijk is aan het product
Xvi " Xva-



Uitwerking: ONWAAR. Er geldt dat xv,e1, = Xv +Xxw (dus de som in plaats van het product).

Vraag 4d (5 punten): Voor iedere kolom in een karaktertabel geldt dat het inproduct van de
kolom met zichzelf gelijk is aan 1.

Uitwerking: ONWAAR. De orthogonaliteitsrelatie voor kolommen geeft dat het inproduct van
een kolom horende bij een (vertegenwoordiger) g; (van een conjugatieklasse ¢;) met zichzelf
gelijk is aan |C¢(g;)| = |G|/| €|, d.w.z. de kardinaliteit van de centralisator van g;.

Vraag 4e (5 punten): Als H < G een ondergroep is en ¢ een voorsteling van G is van graad n,
dan heeft de restrictie Res% () ook graad n.

Uitwerking: WAAR. We hebben dat de graad van Res(¢) gelijk is aan Res%x,(1). Nu
geldt dat 1 € H dus Res$(¢)(1) = ¢(1), dus Res%x,(1) = tr(Res(p)(1)) = tr(p(1)) =
Xy (1) = nis de graad van ¢.

Vraag 5 (25 punten) Bekijk de alternerende groep A, van kardinaliteit 12 en haar voorstellin-
gen over C. Je mag gebruiken dat de conjugatieklassen de volgende vertegenwoordigers hebben:

1,  (12)(34),  (123),  (132).

Vraag 5a (S punten): Zij  een (primitieve) derdemachts eenheidswortel, d.w.z. een complex
getal dat voldoet aan ¢? = 1 (en ¢, (? # 1). Laat zien dat de afbeelding
p: Ay —C
(12)(34) — 1
(123) — ¢
(132) > ¢?

een ééndimensionale voorstelling van A4 geeft.
Hint: je mag gebruiken dat A,/V, ~ Cs.

Uitwerking: De beperking van ¢ tot C3 ~ ((123)) is een ééndimensionale voorstelling omdat
A(123)7 = ¢ = 1 = (1) — p((123)%) en ((132)) = C = ¢ = ((123) ). Op
Vi ~ ((12)(34)) geldt dat o triviaal is, met andere woorden V/ is bevat in de kern van ¢. Van
de hint weten we dat Vj is een normale ondergroep van A, met A4/V,; ~ C3. We kunnen ¢ dus
beschouwen als een gelifte voorstelling van C's, van graad één.

Op een vergelijkbare manier vinden we een ééndimensionale voorstelling
770 Ay — C*
(12)(34) —~ 1
(123) + ¢?
(132) — ¢

Vraag 5b (5 punten): Laat zien dat de karakters x,, en x,, orthogonaal zijn.
Hint: je mag gebruiken dat 1 + ¢ + ¢ = 0.



Uitwerking: merk eerst op dat de conjugatieklassen van 1, (12)(34), (123) en (132) respec-
tievelijke kardinaliteiten 1, 3, 4, 4 hebben. Dan volgt dat

(Xe» Xu) = 112(X¢(1)Xw(1) + 3 xp((12)(34) x4 ((12)(34))

+ 4 3o ((123))x0((123)) + 4 - o ((132)) x4 ((132)))

—112(1.1+3~1-1+4.g2-§2+4.¢.¢)

1
—— .4.(1 2y =0.
5 4 L+ C+ )
Hieruit zien we dat de karakters orthogonaal zijn.

Vraag Sc (5 punten): Laat zien dat A, een irreducibele voorstelling over C heeft van graad 3.

Uitwerking: van bovenstaande onderdelen weten we dat er drie irreducibele voorstellingen van
graad 1 zijn (p, ¢ en de triviale voorstelling). De kardinaliteit van A4 is 24/2 = 12. De stelling
van Wedderburn vertelt ons dat 12 = 124+1%+1%2+ . n? waarbij de n; de graden van de overige
irreducibele voorstellingen zijn. Echter zijn er in totaal evenveel irreducibele voorstellingen als
het aantal conjugatieklassen in A4, en dat aantal is 4. De enige mogelijkheid is dus dat er nog
é¢én andere irreducibele voorstelling is en dat die graad 3 heeft.

Vraag 5d (5 punten): Geef de volledige karaktertabel van A,.

Uitwerking: de karaktertabel is een 4x4 matrix die er als volgt uitziet — we weten alle rijen
behalve de laatste, die volgt uit de orthogonaliteitsrelaties:

1 (12)(34) (123) (132) ‘
R 1
wiloo1 ¢
Xy | 1 1 ¢? ¢
a3 - 0 0

We weten dat A4 een ondergroep is van de alternerende groep As; van kardinaliteit 60. De
conjugatieklassen van A5 hebben de volgende vertegenwoordigers:

1,  (12)(34),  (123),  (12345),  (12354);

de kardinaliteiten van de conjugatieklassen zijn respectievelijk 1, 15, 20, 12, 12.

Vraag Se (5 punten): Bereken Indﬁf’l (Xy), door haar waarden op elk van de vijf conju-
gatieklassen in Aj te bepalen.

Uitwerking:

e Ten cerste geldt dat Indﬁi(xw)(l) =[A5: A4lx,(1) =5-1=05.

e In A5 zijn er 15 paren van transposities, terwijl daarvan maar 3 in A4 liggen, allemaal
in dezelfde conjugatieklasse. Dus volgt uit Lemma 15.3 dat IndﬁZ(X¢)((12)(34)) =
%g (1- %) = 1.

e In Aj zijn er 20 3-cykels, waarvan er 8 in A, liggen, gelijk verdeeld over de conju-
gatieklassen van (123) en (132). Dus volgt uit Lemma 15.3 dat Indf‘i(X@)((lZS)) =
o () = () =L
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e Omdat (12345) en (12354) en hun geconjugeerden niet in A4 liggen, geldt tenslotte dat
Ind4 (x,)((12345)) = 0 en Ind* (x,,)((12354)) = 0.

EINDE VAN HET TENTAMEN



