Functies en Reeksen, 30 januari 2023, 17:00 — 20:00 (20:30)

e Schrijf op elk vel je naam. Vermeld bovendien op het eerste vel je studentnummer en het aantal ingele-
verde vellen.
e Laat in het algemeen bij elke opgave zien hoe je aan je antwoord komt!
e Ook als je een onderdeel niet kunt maken, kun je het gevraagde resultaat wel gebruiken voor de daaropvol-
gende onderdelen.
¢ Er zijn 4 opgaven. In totaal zijn er 40 punten te behalen. Het tentamencijfer wordt bepaald door het totaal
aantal punten gedeeld door 4, uitgerekend in 1 decimaal nauwkeurig.
e Je mag géén gebruik maken van het dictaat of van aantekeningen.

Succes!

1. (10 pt) We beschouwen de functies fr: R — R, voor k > 1, gedefinieerd door

xk? + 22k

fk(x): 22+ kd ($ER)

(a) (4 pt) Toon aan dat de reeks ) -, fi absoluut uniform convergeert op ieder interval [—R, R],
met R > 0. -

(b) (3 pt) Toon aan dat de reeks » k>1 fi niet uniform convergeert op R.

(c) (3 pt) Toon aan dat door
F(z) =) fu(z), (z€R),
k=1

een continue functie van R naar R wordt gedefinieerd.

2. (10 pt) De functies cos en sin zijn analytisch op C en worden gegeven door de bekende machtreeksen.
Er geldt €' = cos z + isin z voor alle z € C, dus ook, bijvoorbeeld,

12 —iz
cosz = %, (z € Q).

(a) (3 pt) Bewijs dat de nulpunten van sin z allemaal reéel zijn. (Hint: gebruik de formule voor de
absolute waarde van e voor w € C.)

(b) (3 pt) Bewijs dat de complexe functie f gegeven door

sin z

fle)=—=  (#€C\{0})

een ophefbare singulariteit heeft in 0. De Laurent-reeks voor f rond 0 is dus een machtreeks.
Bepaal de convergentiestraal van deze machtreeks.

(c) (4 pt) Bewijs dat de complexe functie g gegeven door

z
— C, 0 1
9(2) . (z€C, 0<lz|<1)

een ophefbare singulariteit heeft in 0. De Laurent-reeks voor g rond 0 is dus een machtreeks.
Bepaal de convergentiestraal van deze machtreeks.
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3. (10 pt) We beschouwen de complexe functie f gegeven door de formule

22+ 2
el =2

Je mag in deze opgave het gemakkelijk te bewijzen feit gebruiken dat f vier polen van eerste orde heeft,
namelijk +1 + 3.

(a) (3 pt) Toon aan dat in elk singulier punt « van f geldt dat

1 2
R =—+—.
eSa f da | da?
Hint: schrijf p(z) = z* + 4 en toon eerst aan dat
z—« 1

) P@

(b) (3 pt) Voor R > 2 definiéren we 7 : [0, 7] — C door 7r(t) = Re'. Toon aan dat

li dz = 0.
dm [ 1=

/OO 2 +2
5 dz
o T+ 4

(c) (4 pt) Bereken de integraal

door gebruik te maken van (a), (b) en de residuenstelling.

4. (10 pt) We beschouwen de 27-periodieke functie ¢: R — C die op [, 7| gedefinieerd is door ¢(x)
|z

(a) (4 pt) Bepaal de Fourier-coéfficiént ¢y = (F¢)o. Toon aan dat de Fourier-coéfficiénten ¢, =

(Fo)y voor k # 0 gegeven worden door

_ 1)k _
R )

(b) (2 pt) Bewijs met behulp hiervan dat
£ i
L (25 —1)F 96

Jj=1

(c) (1 pt) Beargumenteer dat de reeks

Z COS((Qj — ].)I')
i 1)2
= @-1
absoluut uniform convergeert op R.
(d) (3 pt) Geef een eenvoudige expliciete beschrijving van de somfunctie g van de net genoemde

reeks.



Uitwerking Opgave 1

(a)

(b)

(©)

Voor k > 1enz € [—R, R] geldt:

|z|k? + |x!2k REK* + R’k _ RK* + R%*k? 2 1
@)l <=5 pm— <1 < = = (R +R)5 -
Schrijf C = R? + R. Dan volgt dat voor alle k£ > 1 geldt:
[ fkll-r,r < Ck™>.
De reeks > ;-1 k 2 is convergent. Met het uniforme majorantie-kenmerk concluderen we dat de reeks

> _k>1 f1 absoluut uniform convergeert op [— R, .

We merken op dat
B4k K k1
k> > ==>-.
Seb) = o 2 o = 2 2 2
Hieruit volgt dat || fx|lr > % voor elke k£ > 1. Uit de uniforme convergentie van de reeks op R zou
volgen dat || fx||r — 0 voor k& — oo. Dus de reeks convergeert niet uniform op R.

Zij b € R. Dan bestaat er een R > 0 zo dat b €] — R, R|. Uit (a) volgt dat de reeks uniform convergent
is op [~ R, R]. Hieruit volgt dat de functie F'||_g p) continu is. Dus F is continu in b. Aangezien dit
voor elke b € R geldt, concluderen we dat F' continu is op R.

Uitwerking Opgave 2
(a) Er geldt
eiz o e—iz
sing = —————, z € C).
57 ( )
Dus als sin z = 0, dan €* — e=%* = 0, ofwel e* = e¢~%*, dus [e?*| = |e"**|. Alsw = a + bi metaen b
in R, dan |e”| = e®. Voor z = = + iy met z en y in R hebben we iz = —y + ix en —iz = y — iz. Dus

(b)

(©)

uit sin z = 0 volgt e™¥Y = €Y, dus —y = y (want —y en y zijn re€el), dus y = 0, dus z € R. (De reéle
nulpunten van sin kennen we natuurlijk: dit zijn precies de getallen van de vorm k7 met k € Z.)

Zoals aangegeven is f(z) gedefinieerd voor alle z € C\ {0}. Omdat teller en noemer holomorf zijn op
C en omdat de noemer ongelijk is aan 0 op C\ {0}, is f holomorf op C\ {0}. Dus de enige singulariteit
van f ligt in 0. Het is ook duidelijk dat f in 0 een simpele pool of een ophefbare singulariteit heeft.
Voor de Laurent-reeks van f rond 0 geldt dus in elk geval dat ¢, = 0 voor & < —1. Ook geldt
lim, 0 zf(2) = lim,_,sin z = 0, dus ook ¢_; = 0. We concluderen dat f een ophefbare singulariteit
heeft in 0. Uit de bekende machtreeks voor sin leiden we direct de machtreeks voor f rond 0 af:

2k

Z 2k+ 2k + 1)

k=0

De convergentiestraal van deze machtreeks is co. Dit volgt met behulp van Stelling 2.18 (vrijwel net
zoals voor de machtreeks voor €*). Het volgt ook uit Opmerking 3.41.

Voor de uitbreiding f; van f tot C geldt f1(0) = 1. Dus ook g kan uitgebreid worden tot g;, gedefinieerd
in elk geval voor alle z met |z| < 1, en g;(0) = f1(0)~! = 1. Dit laat al zien dat g een ophefbare
singulariteit heeft in 0. Alternatief zien we aan de machtreeks voor sin dat sin een simpel nulpunt heeft
in 0, dus g heeft ten hoogste een simpele pool in 0, maar lim,_,o g(z) = 1, dus lim,_,g zg(2) = 0, dus
g heeft een ophefbare singulariteit in 0. De convergentiestraal van de machtreeks voor g rond 0 is gelijk
aan 7, de afstand van de oorsprong tot de dichtstbijzijnde nulpunten 7 en —7 van de noemer van g (die
geen nulpunten van de teller zijn). Dit volgt als in Opmerking 3.41 en Voorbeeld 3.42.



Uitwerking Opgave 3

(a) De functie p is overal op C complex differentieerbaar en voor alle 5 € C geldt

p(z) —p(B)

lim 2227 PV gy = 468,
L S— p(B) =4p
Als « een singulier punt van f is, dan zeker p(a) = 0, dus o # 0. Uit de rekenregels voor limieten
volgt dan
I zZ— 1
im —— = .
e p(z) o pl(e)
Dus (z—a)(z*+2) o’
. ) z—a)(z”+ 2 a4+ 2 1 2
R = e e = Iy S = T

(b) Voor R > 2en z € ([0, 7]) geldt dat f(z) gedefinieerd is en dat |z| = R, dus

_ 1242 _R*+2

PN = g = mig

(want |z% 4+ 4] > R* — 4 m.b.v. de omgekeerde drichoeksongelijkheid), dus || f||, o) < (R* +
R%+2

2)/(R* — 4). Dan
‘/TR f(2)d a3

De limiet hiervan als R — oo is gelijk aan 0, zodat ook de limiet van de integraal over 7 gelijk is aan
0, zoals gevraagd.

< LR fllze < 7R

(c) Definieer Ir: [-R, R] — C door Ir(t) = t. Door herparametriseren en plakken verkrijgen we een
continue gesloten kromme vp die stuksgewijs C! is, door eerst I te doorlopen en vervolgens 7.
Volgens de residuenstelling is dan fm f(2)dz gelijk aan 27 keer de som van de residuen van f bij de
singulariteiten van f gelegen binnen yg (voor R > 2). Dit zijn de punten 1 + ¢ en —1 + 4. Volgens (a)
is de som van de residuen gelijk aan

1< 1 1 2 2 >_1(1—i+—1—i+2(1+73)+2(—1+i)>

4 1+i+—1+i+(1+i)3+(—1+i)3 4\ 2 2 —4 —4
(want o* = —4), dus aan
1( | — ) —1
—(—t—1)=—.
4 2

De integraal over ~yp is dus gelijk aan 7. De integraal is ook gelijk aan de integraal over I plus die over
Tr. Omdat volgens (b) de integraal over 7 naar ( gaat als R — oo, geldtdat limp_, oo f In f(z)dz =m.
Links staat de gevraagde integraal.

Uitwerking Opgave 4

(a) In Voorbeeld 4.21 staat al dat ¢y = /2. De formule voor c; met k # 0 wordt ook gegeven; alleen de

partiéle integratie staat niet uitgeschreven:

0

2mey, = /O Eie*"kxdaz— i ﬁie*i’“‘daﬁ — (L eike —/0 ie’““”dac— 2L pika
x ik dz o tkdx ik —x Jonik ik

0 P T 1 . ™

_ _1 o . ,TIRT

RS <k26 )

™

"1 kT L ik
- zzd — (=1 [ = 1kx
+/0 A (k?e

0

0

wat direct tot de gevraagde formule leidt.



(b)

(©)

(d)

Het is eenvoudig in te zien dat ¢ € C(R/27Z). We kunnen dus de identiteit van Parseval toepas-
sen (Stelling 5.21). Links komt 1/(27) [T z?dx = 1/(27) - 2n3/3 = 72/3. Rechts: de Fourier-
coéfficiénten ¢, met k even en k # 0 zijn 0. De som van de overige gekwadrateerde Fouriercoéfficiénten
is gelijk aan 72 /442 Z;il(l/w2)(4/(2j—1)4) = 72 /4+(8/7?) Py (1/(25—1)%), dus de gevraagde
som is gelijk aan (72/8)(7%/3 — 7% /4) = 7*/96, zoals bewezen moest worden.

Dit is bijzonder duidelijk, want || cos ||[g = 1 en de reeks >~ k2 is convergent, dus >>1(2— 1)~2
is ook convergent.

De reden dat we de reeks bij (c) bekijken is dat hij ontstaat uit de rij s(¢); van symmetrische partiéle
Fourier-sommen. Omdat ¢ continu is op R, weten we dat deze rij op R uniform naar ¢ convergeert (zie
Opmerking 4.58). Precies: voor k # 0 geldt ¢, = O als k evenisen ¢, = c_j, = —2/(wk?) als k
oneven is. Dus s(¢)g—1 = (7/2) — 422:1 % en dit convergeert voor [ — oo naar |x|, mits
|z| < 7. De conclusie is dat

N cos((2j — V) w7 e
j;w_4<2_$|>—8—4|x|

mits |z| < 7. Links staat een 27-periodieke functie.



